Cislo 3 Letny semester 32. ro¢nika (2007/2008)

STROM

Korespondenény matematicky seminar

Mili mesitelia a prvoriesitelia,

v rukéach drzite nové zadania STROMu. Prichystali sme pre vas dve série zaujimavych tloh. Teraz
je na kazdom z vas ako si s nimi poradi. Zac¢iname od nuly, a teda kazdy ma rovnaki Sancu uspiet.
Okrem dobrého pocitu, zZe ste sa niec¢o nové pri rieSeni tloh naucili, na tych tspesnych na jesen caka
sustredenie. Pre tych, ¢o sa snazili v zime, mame potesujicu spravu, ze sa stretneme na sustredeni
od soboty 15. marca do $tvrtka 20. marca v Kezmarskyjch Zlaboch a zaZijeme spolu skvely tyzder.
Prajeme vam vela sily pri rieSeni tloh letnej ¢asti a ako pochutku si kazdy tyzden vychutnajte POW
o ktorom sa dozviete viac trocha nizsie.

Vasi STROM isti
Problem of the week

Tak veru, c¢itate dobre. Nejakd matematika tu bude opit kazdy tyzdemn. A to nie hocijakd, ale inte-
raktivna. Od 3. marca na stranke http://seminar.strom.sk/pow najdete kazdy tyzden jednu nova
ulohu. Pravidla POWu v letnej c¢asti roku 2008 sa oproti predoslej trochu zmenili.

Riesenie tloh posielajte mailom na adresu pow@strom. sk, s predmetom spravy v tvare POW{poradové
¢islo tlohy} {meno a priezvisko} (napr. POW1 Jozef Mrkva), v tele spravy uvedte vase rieSenie (spra-
vidla je to ¢islo).

Za spravne rieSenie kazdej tlohy modZete ziskat 1 bod. Ak poslete rieSenie tlohy v tyzdni v ktorom
bola zadanda, dostanete za spravne riesenie 2 body. Ak bude vase rieSenie jedno z prvych piatich
spravnych rieseni v dany tyzden, ziskate bod navySe, ¢ize spolu 3 body. Za nespravnu odpoved
dostanete 0 bodov. RieSenie jednej tilohy je mozné poslaf len raz.

Ulohy z predoslych t§zdiiov budi na webovej stranke zapisane v archivnhom stibore, kde sa postupne
budu pridavat jednotlivé tlohy daného roc¢nika; bude ich teda mozné riesit az do skoncenia sutaze.
Pocet ziskanych bodov za jednotlivé tlohy bude aktualizovany raz tyzdenne, vzdy pri zverejneni
novej tlohy. Koniec letnej éasti POW je o polnoci v nedelu 29. juna.

Najlepsich z vas ¢aka prekvapenie.

Math jokes

Q: Why do mathematicians, after a dinner at a Chinese restaurant, always insist on taking the lef-
tovers home?
A: Because they know the Chinese remainder theorem!

Teacher: ”Who can tell me what 7 times 6 is?”

Student: "It’s 42!”

Teacher: ” Very good! - And who can tell me what 6 times 7 is?”
Same student: 7It’s 24!”

That math prof’s marriage is falling apart!”
”No wonder! He’s into scientific computing - and she’s incalculable!”
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Pokyny pre riesitelov

Seminar je urceny pre ziakov prvého az stvrtého roc¢nika strednych skol a prislusnych tried osemroc-
nych gymnézii a bilingvalnych gymnézii. Zapojit sa mozu aj Ziaci z nizsich roénikov; v stitazi maja
rovnaké podmienky a vyhody ako prvaci. STROM je stufaz jednotlivcov.

Ulohy rieste zasadne samostatne, neodpisujte, v rieSeniach vysvetlujte cely svoj myslienkovy postup
ako v Matematickej olympidde. Svoje rieSenia mozete posielat postou alebo e-mailom, no nie osobne.
Pri opravovani sa drzime zasady, Ze ¢o nedokaZeme precitat, nemoze byt ohodnotené bodmi. Uvitame
rieSenia napisané na pocitaci, no nie je to nutné. Riesenia postou zasielajte do uvedeného terminu
(rozhoduje datum postovej peciatky) na adresu

PF UPJS
STROM
Jesenné 5
041 54 Kosice.

Riesenia e-mailom posielajte do polnoci v deil terminu na e-mailovii adresu riesenia@strom.sk.
Ich prijatie bude potvrdené e-mailom. Preferujeme stibory vo formate PDF. Kazdu tlohu posielajte
osobitne a do predmetu e-mailu napiste (bez diakritiky) Uloha 1, respektive Uloha 2, respektive
Uloha 3, respektive Uloha 4. Technické problémy na nasej ¢i vasej strane nie st dovodom na akcep-
tovanie rieSeni dorucenych po termine.

S prvou sériou, ktorej rieSenia nam posielate, poslite vyplneni prihlasku. RieSenie kazdej tlohy
piste na samostatny papier formatu A4, respektive do samostatného suboru, na vysku s menom,
$kolou, triedou a ¢islom tulohy. Ak by vam nebolo jasné zadanie niektorej tlohy, obrafte sa na
nas cez e-mail strom@strom. sk, prostrednictvom debaty na nasej stranke alebo osobne.
Bodovanie tloh zavisi od kvality rieSenia. Za kazdu tlohu moze riesitel ziskat najviac 9 bodov. Body
mozete ziskat aj za Clastoéné vyrieSenie zadanych tloh. Preto sa nebojte poslat aj svoje netplné
rieSenia. Do poradia sa zapocitavaji vSetky Styri tlohy + tloha podla ro¢nika rieSitela.

Prvakom sa do poradia navyse zapocitava najlepSie vyrieSena tloha.

Druhakom sa do poradia navySe zapocitava druhd najlepSie vyrieSend tloha.

Tretiakom sa do poradia navyse zapocitava tretia najlepsie vyriesena tloha.

Stvrtakom sa do poradia navyse zapoc¢itava najhorsie vyriesena tloha.

Varovania (!!!). Body sa samozrejme bez vynimky strhévaju za odpisovanie a za poslanie rieseni
po termine. Pri odpisovani rozlisujeme podobné riesenia (pocet bodov delime poétom ztcastnenych
a zaokruhlime nadol) a ,takmer képie“, ktoré ostavaju bez bodu. Ak (ndhodou) najdete tlohu rie-
Sent v literattre, uvedte ndzov, autora a stranu, inak riskujete stratu bodov za odpisovanie (je v8ak
potrebné napisat aj samotné rieSenie). V pripade, Ze nie ste spokojni s bodovym ohodnotenim vasho
rieSenia, moZete nam do dvoch tyzdiiov od rozoslania rieSeni zaslat postou staznost a ta bude pre-
Setrené.

Hlasovanie tloh zavisi od zaujimavosti a jedine¢nosti vasho rieSenia. Radost vam moze spravit 1 hlas
(prehladné, jasné rieSenie), alebo 2 ¢i 3 hlasy za vynimo¢né a origindlne napady. Ak najdete rieSenie
v literattre, kladné hlasy si nepripo¢itate. Naopak, hrozu budiace riesenia (vyzorom, zloZitostou)
ziskaju —1 hlas. Horsie obidu ti, ktorym za odpisovanie strhneme body. Po ich vydeleni poctom
odpisujucich dostani —3 hlasy, po velkom odpisovani je to —5 hlasov. Tak hor sa do hladania peknych
rieSeni, zabudnime na odpisovanie a hrajme sa s matematikou! RieSitelia s najvyssim poctom hlasov
budi na konci semestra odmeneni.

Stustredenie je odmenou pre najlepsich, prilezitostou naucit sa nie¢o nové a stretnf sa s ostatnymi
rieSitelmi. Zucastnia sa ho najlepsi riesitelia podla zavereéného poradia a ¢lenovia minimélne prvych
troch najlepsich druzstiev z matboja, ak sa v prisluSnom polroku kona. Pripadni dalsi ac¢astnici
a nahradnici st pozyvani podla poradia STROMu a matboja; nie vSak ti rieSitelia, ktori uz maja
maturitu za sebou. Na sustredenie vsak nebudii vobec pozvani riesitelia, ktori ziskali v prislusnom
semestri —3 alebo menej hlasov.

http://seminar.strom.sk
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Zadania uloh letného semestra 32. ro¢nika

Prva séria
Termin odoslania riegeni: 6. 3. 2008

1. V poslednej dobe nadobudol velkti popularitu japonsky hlavolam SUDOKU. Klasické sudoku
je tabulka velkosti 9 x 9 rozdelend na 9 Stvorcov velkosti 3 x 3, pridom v niektorych polickach
tabulky st vpisané ¢sla od 1 po 9. Takiuto tabulku nazvime zadanie. Ulohou je doplnit do
vSetkych ostatngch poli¢ok ¢isla od 1 po 9 tak, aby v kazdom stipci, riadku, Stvorci 3 x 3 bolo
kazdé ¢islo prave raz. Takto vyplnent tabulku nazvime riesenim daného zadania.

Uvazujme mensie a jednoduchsie sudoku: Tabulku velkosti 4 x 4 rozdelent na 4 Stvorce velkosti
2 x 2 chceme vyplnit ¢islami od 1 po 4 tak, aby v kazdom riadku, kazdom stlpci, kazdom $tvorci
2 x 2 bolo kazdé cislo prave raz.

a) Kolko existuje vSetkych moznych rieseni takéhoto sudoku 4 x 47

b) Najdite také zadanie sudoku velkosti 4 x 4, v ktorom s vpisané len 4 ¢isla, a pritom ma jediné
rieSenie.

c) Dokézte, Ze ak zadanie sudoku 4 x 4 mé jediné rieSenie, tak st v nom uz vpisané aspon 4
Cisla (alebo ekvivalentne: dokézte, ze ak su zadané najviac tri ¢isla, tak také sudoku bud nema
rieSenie alebo méa viac ako jedno rieSenie).

2. a) Jozko si raz dlha chvilu v skole kratil tym, Ze sa snazil vyplnit tabulku 5 x 5 Stvorcekov
takymito utvarmi:

(pri¢om ich mohol fubovolne oto¢it alebo prevratif, nesmeli sa vSak prekryvat) Okamzite prisiel
na to, Zze sa mu minimélne 1 policko musi zvysit. Nie vidy to vSak bolo to isté policko. Viete
Jozkovi povedat, ktoré policka to mozu byt?

b) Ferko si v§imol Jozkovu zabavku a hned ju zacal riesit. Kedze sa mu Jozkova tloha zdala prilis
Tahké, tak on si zobral Tubovolni tabulku n x n $tvorcéekov. Kolko policok sa najmenej Ferkovi
zvy$i? Ktoré policka to mozu byt?

Svoje tvrdenia nezabudnite poriadne zdévodnit.

3. a) Palko si do zosita piSe postupnosti ¢isel. Za¢ne celym ¢islom 0, a potom k nemu pripod¢ita
nejaké prirodzené ¢islo a. Potom znova pripocita a, a znova, a znova. Palkova postupnost teda
vyzera takto: 0, a, 2a, 3a, 4a, . . .

Jozko si zvolil prirodzené ¢islo b a do zoSita si zacal pisat zvysky Palkovych ¢isel po deleni ¢islom
b (presne v tom istom poradi, v akom mal napisané ¢isla Palko). Ukazte, Ze bez ohladu na to,
aké ¢isla si chlapci zvolia, bude od istého miesta Jozkova postupnost obsahovat presne tie isté
Cisla, ako na zaciatku (teda je periodickd).

b) Aj Samko si zacal pisat do zoSita ¢isla, ale namiesto s¢itania nasobi a namiesto nuly zacina
jednotkou. Takze jeho postupnost vyzera takto: 1,a,a?,a?,. ..

Mirko si mysli, Ze ked si zvoli hocijaké prirodzené ¢islo b, zaén sa zvysky Samkovych Cisel po
deleni ¢islom b tiez od istého miesta opakovat. Ma Mirko pravdu?

strom@strom. sk
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c) Pani ucitelka si v§imla hru chlapcov, a povedala: ,Nech P(x) je lubovolny polyném s celo¢i-
selnymi koeficientami. Vytvorme postupnost ¢isel

Co viete o takejto postupnosti povedat?“ Dezko si hned viimol, Ze nech si zvoli hocijaké priro-
dzené cislo b, zvysky jednotlivych ¢lenov tejto postupnosti po deleni ¢islom b tvoria periodicka
postupnost. Dokazte, ze Dezko mé pravdu.

4. Nech ABC' je ostrouhly trojuholnik s priese¢nikom vysok V.
a) Oznac¢me V,, V4, V. po poradi obrazy priese¢nika vySok v osovych stmernostiach podla stran
BC, CA, AB. Dokazte, ze body V,, V4, V. lezia na kruznici opisanej trojuholniku ABC.
b) Oznacme U,, U,, U, po poradi obrazy priese¢nika vySok v stredovych simernostiach podla
stredov stran BC', C'A, AB. Dokazte, ze body U,, U,, U, lezia na kruznici, ktorej polomer je
rovnaky ako polomer kruznice opisanej trojuholniku ABC.
¢) Oznacme U,, Uy, U, po poradi obrazy priese¢nika vySok v stredovych stmernostiach podla
stredov stran BC', C'A, AB. Dokazte, ze trojuholniky U,U,U. a ABC st zhodné.

2 Druha séria
Termin odoslania riegeni: 21. 4. 2008

1. Dada dostala v Nérsku tzasnu kalkulacku. Ak zadate prirodzené ¢islo n a stlacite tlac¢idlo ozna-
¢ené symbolom x*, v kalkulacke to zarachoti a na displeji sa objavi prirodzené ¢islo, nazvime ho
n*. Dada s pomocou slovnika a navodu na pouzitie kalkulacky zistila, Ze s ¢islom n sa deje toto:
Prirodzené ¢islo n sa prevedie do dvojkovej sustavy. Pocet jednotiek a pocet nil (za prvou jednot-
objavi na displeji. Napriklad 13 (8 +4+ 1) v dvojkovej ststave je 1101, takze 13* je (3+1)(1+1)
¢ize 8. Ked zadame 8 = 10005, kalkulacka vyrata 8* = (1+ 1)(3 + 1), ¢ize opit 8.

a) Zistite 2008
b) Zistite, pre kolko prirodzenych ¢isel n (vratane 2008) plati n* = 2008*.
c) Zistite, pre kolko prirodzenych ¢isel n plati n* = n. Ktoré su to ¢isla?

2. Majme trojuholnik ABC. Nech P je priese¢nik osi uhla BAC a osi strany BC. Dalej nech body
K, L, M st postupne pity kolmic z bodu P na priamky AB, BC, C'A. Dokazte, ze
a) trojuholniky PK B a PMC st podobné,
b) stvoruholnik ABPC je tetivovy,
c) body K, L, M su kolinearne.

3. Fibonacciho postupnost (F),) je definovana vztahom F,, o = F,, 11 + F,, pre n > 1 a po¢iatoénymi
hodnotami F; =1, F, = 1.
a) Dokazte, ze existuje Fibonacciho ¢islo delitelné ¢islom 2008.
b) Existuje aritmetickd postupnost, ktorad neobsahuje ziadne Fibonacciho ¢islo?

4. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC' s priese¢nikom vysok V.
a) Dokazte, ze kruznice opisané trojuholnikom ABV BCV, C' AV st zhodné.
b) V rovine st dane tri zhodné kruznice prechddzajice bodom H. Ozna¢me priesecniky dvojic
tychto kruznic A, B, C (tieto body su rézne od bodu H). Dokézte, ze bod H je ortocentrom
trojuholnika ABC.
c) Dand je kruznica k a jej tetiva AB. Po jednom z oblikov tejto kruznice sa pohybuje bod C'
rozny od bodov A a B. Po akej drahe sa pohybuje priese¢nik vysSok trojuholnika ABC?

http://seminar.strom.sk
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Za podporu a spolupracu dakujeme

e Jednote slovenskych matematikov a fyzikov, pobocka Kogice
e Ustavu matematickych vied Prirodovedeckej fakulty UPJS v Kogiciach
e Copycentrum Pergamon s.r.o.
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