Cislo 2 Zimny semester 38. ro¢nika (2013/2014)

STROM

KoresSpondenény matematicky seminar

Ahojte Stromadci,

Ani tomu nie je tak davno, ¢o vonku bolo eSte neznesitelne teplo a ratat’ priklady bolo takmer
nemozné. Mnohym este teraz stipa z hlavy para a po nociach sa im sniva o vrazednych ob-
vodovych uhloch. Ale uz je dobre. Padol prvy jesenny list, prva séria je na konci a druhd na vas
caka. Nezabudnite preto vzdy, ked na vas zosadne dazdiva melanchdlia, siahnut’ po priklade cislo
Sest), ktory vam dozaista zdvihne naladu! Na napadité rieSenia a pekné obrazky v nich sa teSia

vasi STROMisti

2 Druhd séria
Termin odoslania rieseni: 25. 11. 2013

Pozor!!! v dlohe &islo 4 v druhej sérii zauradoval stromacky Skrtiatok. Uvadzame preto opravené
zadanie, ktoré je zverejnené aj na stranke seminaru.

4. Na stole su tri tyCe oznacené pismenami A, B a C'. Na tyci A je nastoknutych 10 deravych
minci. Kazda ma ind velkost' a st zoradené od najmensej naspodku po najvacsiu na vrchu.
Na ostatnych tyciach nie je Ziadna minca. Na kolko najmenej presunuti sa da tychto 10 minci
presunut na ty¢ C, ak vzdy mbézeme presuvat’iba jednu mincu naraz, nikdy nemézeme polozit
mensiu na vacsiu a jediné dovolené presuny su medzi ty¢ami A a B a medzi ty¢amiBa C?

RieSenia 1. série tloh Zimného semestra 38. rocnika

1. Na3jdite vSetky kladné celé Cisla m, n, pre ktoré plati 3m + n = mn.

Opravovali: Pet'o MiloSovic a RiSo Trembecky Pocet riesitelov: 46
RieSenie:

Pozrime sa na tuto rovnost’ takto: kedZe ide o prirodzené ¢isla, prava strana je zjavne delitelna
¢islom m, aj Cislom n. To znamena, Ze aj lava strana nimi musi byt delitelna. Ak m ma delit’ 3m+n,
tak to znamen3, Ze m deli n (ked’Ze je jasné, Ze 3m je delitelné m). Zaroven n musi delit' 3m + n,
z ¢oho mame, Ze n deli 3m. Takze bud n deli 3 alebo n deli m alebo n = 3m. Iné moZnosti
nemdame, n nemdze byt inym delitefom 3m (3 je prvocislo am < n).

Rozoberme najprv prvi moznost’: ak n deli m a zaroveri m deli n (nasa prva podmienka), tak to
znamena, e m = n a mame teda rovnicu 4m = m?. KedZe ide o prirodzené &isla, méZeme tito
rovnicu predelit m a dostdvame 4 = m = n.
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Druhd moznost: Nechn deli 3, tedan = 3alebon = 1. Akn = 3, tak 3m+3 = 3m, Co po odditani
3m dava 3 = 0, o neplati. Ak n = 1, potom 3m + 1 = m, z Coho 2m = —1, o nema riesenie
v prirodzenych cislach.

Ostala nam poslednd moznost, a to, Ze n = 3m. Dostdvame rovnicu 6m = 3m?, ktorej kladnym
celociselnym rieSenim je iba m = 2. TakZze n = 6.

Dostali sme rieSeniam =n =4an = 6,m = 2.

.....

pozor pri tejto nebezpecnej ¢innosti.

2. Dokazte, Ze v kazdom trojuholniku plati nasledujtica nerovnost’ pre sticet dizok stran a taznic

3
a+b+c>ta+tb+tc>1(a+b+c).

Opravoval: Matus Stehlik Pocet riesitelov: 31
RieSenie:

Oznadme stredy stran a, b, c postupne S,, S, S. a tazisko 7'

Venujme sa najprv prvej nerovnosti: Do nasho trojuholnika si dokreslime stredné priecky spa-
jajuce stredy stran, o ktorych vieme, Ze maju polovi¢nu velkost’ ako strana s nimi rovnobezna.
Vsimneme si trojuholnikové nerovnosti v trojuholnikoch AS.S,, BS,S, a C'S,S.. Kedze vieme,
ze AS., BS, a CSy su polovice stran a S.5,, 5,5, a SpS, su stredné priecky takisto s velkost'ou
polovice strany, vieme ich zapisat’ takto:

c b
5+§ > ta
a c
§+§ > tb
b a
§+§ > tc

Po scitani nerovnic dostdvame Ziadand nerovnost.

PririeSeni druhej nerovnosti si vSimneme trojuholnikové nerovnosti v trojuholnikoch ABT, BC'T
a CAT. KedZe vieme, ze AT, BT a C'T st 2/3 rdznych taznica AB, BC' a C'A st stranami tro-
juholnika, vieme ich zapisat’ takto:

%ta + %tb >
2ty + 2. >
2te+ 2ty >
Po scitani nerovnic dostavame:

4
g(ta+tb+tc)>a+b+c,

z ¢oho po prenasobeni 3/4 dostavame Ziadanu nerovnost.

Komentdr: Uloha bola $tandardna a jednoduchd, o ¢om sved¢i aj pocet 9-bodovych riesent.

3. Dokazte, Zze ak flubovolne zvolime 7 navzajom r6znych prvodisel, sucin vsetkych ich kladnych
rozdielov je delitelny Cislom 163840.

strom@strom. sk
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Opravovali: Tomas Babej a Daniel Till Pocet riesitelov: 43
RieSenie:
Najprv sa pozrime na prvodiselny rozklad cisla 163840. Po chvilke delenia prideme na to, ze

163840 = 5 - 32768 = 5 - 217,

Je kazdy su¢in kladnych rozdielov 7 réznych prvodisel delitelny tymto ¢&islom? Kedze 5 a 2% su
nesudelitelné, sta¢i ndm overit’ delitelnost’ 5 a 2'° osobitne.

Najprv sa pozrime na delitelnost’ 2'5. Pre 7 rdzne zvolenych prvocisel existuje 21 ich kladnych
rozdielov. KedZe neparny rozdiel vznikne iba medzi dvoma cislami s réznou paritou, a existuje
iba jediné parne prvodislo, vieme, Ze neparnych rozdielov bude maximélne 6. Co znameng, Ze nas
sucin bude sucinom aspori 15 parnych ¢isel, a teda ur¢ite delitelny &islom 215,

Delitelnost 5 m6zeme dokazat jednym z nasledujucich dvoch spdsobov:

e Prvodislo m6Zze mat’ na mieste jednotiek len jednu z nasledujucich cifier: 1, 2, 3, 5, 7 alebo
9 (inak je delitelné 2, a teda nie je prvodislo). To je 6 moZnosti, a teda podra Dirichletovho
principu sa medzi lubovolnymi 7 prvodislami ndjde aspori jedna dvojica, ktora ma na mieste
jednotiek rovnaké dislo. Ich rozdiel bude koncit' na cifru 0 (a nenulovy, pretoze prvocisla
volime navzajom rézne), a teda je delitelny 10 a tym padom aj 5.

¢ Kazdé prirodzené islo (a teda aj kazdé prvodislo) sa da napisat'v tvare 5k + z, kde k, z € N,.
Medzi 7 fubovolnymi prvocislami ndjdeme teda aspori dve také (dokonca aspori 3), ktoré
maju rovnaky zvysok po deleni 5, a tedaich rozdiel je tiez delitelny 5 (nechdvame ako cvicenie
pre Citatela).

Komentdr: Takmer kazdé z vasich rieSeni, ktoré ziskalo 9 bodov, postupovalo jednym z hore uve-
denych sposobov. Pri jednoduchych dlohach, ako je tato (a nie len pri nich), je v8ak podstatné,
aby jednotlivé kroky vasho rieSenia na seba logicky nasledovali, a aby vase formuldcie boli zrozu-
mitelné a nevyvratitelné. Za niektoré vaznejSie nejasnosti sme strhavali primerané mnozstva
bodov.

4. Nech pre redlne &isla a, b, ¢ plati, Ze a® + b* + ¢® = 1. Najdite minimum vyrazu

a’b? n b2c? n ac?
c2 a? b2 -

Opravovali: lvka Gaskova a Martin Vodicka Pocet riesitelov: 20
RieSenie:

Uplne prvym krokom pririe$eni takejto Ulohy by mala byt substitucia, ktord ndm znac¢ne zjednodusi
zivot. Ako si mézeme vSimnut, druhé mocniny nehraju v naSom priklade vébec Ziadnu rolu, pre-
toZe inak, ako na druhu, sa premenné nevyskytuju vo vizbe a? + b? + ¢ = 1, ani vo vyraze, ktory
mame minimalizovat’. Jediné, ¢o sa mozno ukaze dblezitym, je kladnost’ tychto vyrazov.
PrepiSme preto zadanie nasledovnym spbésobom: Nech pre kladné redlne ¢isla x, y, z plati, Ze
r + y + z = 1. Ndjdite minimum vyrazu zy/z + zy/z + xz/y.

Potrebujeme nejako zdola ohranicit’ sucet tychto troch vyrazov. Medzi Gplne bezny arzenal zbrani
pouzivanych na nerovnosti patri AG-nerovnost. Skisme ju teda aplikovat’ aj tu. Ak ju pouzijeme
na vsetky tri ¢leny, dostaneme odhad

ry/z+ zyx 4+ xz/y > 38/ x?y?22.

strom@strom. sk
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To nevyzera velmi pouzitelne. Skdsme ju preto aplikovat iba na prvé dva ¢leny:
xy/z+ zy/x > 2y.

To vyzera uz ovela lepSie. Ak totiz napiSeme tdto nerovnost trikrat, vzdy s inym vyberom dvojice
vyrazov, ktoré chceme odhadovat’ a nerovnosti s¢itame, dostaneme

2xy/z + 2zy/x + 2xz/y > 2x 4+ 2y + 22 = 2.

Je teda zrejmé, Zze minimum nasho vyrazu je 1 a z vlastnosti AG-nerovnosti sa nadobuda pre = =
y = z. M6zeme si vSimnut), Ze kladnost’ tychto troch Cisel sa nakoniec ukdzala ako velmi délezit3,
pretoze inak by sme AG-nerovnost’ nemohli pouzit.

Komentdr: Prist' na spravne rieSenie, Ze minimum vyrazu je 1, mnohym z vas nerobilo velky prob-
Iém, horSie to uz vsak bolo s tym, ako ukazat, Ze ide naozaj o minimum. Mnohi z vas navyse
neukazali, Ze tento vyraz méze tuto hodnotu naozaj nadobudat), o je pri takychto ulohach tak-
tiez velmi dblezité.
5. V konvexnom stvoruholniku ABCD plati |[AD| = |BC|a |JABD| + |[9CDB| = 180°.
Dokazte, ze |4 BAD| = |4 BCD|.

Opravovali: Janka Baranova a Matus Hlavacik Pocet riesitelov: 17
RieSenie:

1. riesenie
Zo sinusovych viet pre trojuholniky ABD a BC'D vieme

|AD| _ |BD| 0
sin|JABD| sin|qBAD|’

|BC] _ |BD| @)
sin|[gCDB|  sin|gBCD|

Zozadaniaplati, ze |AD| = |BC|a|4 ABD|+|q4CDB| = 180°,atedasin |4 ABD| = sin | CDB|.
Dosadenim do (1) a (2) a upravenim dostdvame

sin|g BAD| = sin|g BCD|.

Teraz si staci uvedomit, Ze sucet |4 BAD| + |4 BC'D| musi byt menej ako 180°, nakolko sucty
uhlov v trojuholnikoch ABD aj BC'D su 180° a Ziadny z uhlov nesmie byt nulovy.

Spojenimsin |3 BAD| = sin |4 BCD|a|qg BAD|+|q BCD| < 180° uz dostavame, ze |4 BAD| =
| BCD,|.

2. rieSenie

PreloZzme trojuholnik BC' D ku trojuholniku ABD stranou B D ako na obrazku:

strom@strom. sk
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A B A B=D c
Vsimnimesi, ze |4 ABC| = |4 ABD|+|<4 DBC|atovieme, Ze je 180°, tedabody A, BaC'leziana
jednej priamke. To znamen3, Zze AC D je trojuholnik a kedZze |AD| = |C D], tak tento trojuholnik
je rovhoramenny so zakladriou AC. Uhly pri zakladni st v rovnoramennom trojuholniku rovnaké,
preto | BAD| = |q BCD|.

Komentdr: VacSina z Vas ulohu hravo zvladla, body sli dole len za drobnosti. Nabuduce si davajte
pozor na presnejsie vyjadrovanie a podrobnejsi postup.

6. Niekol'ko robotov je umiestnenych na Stvorcovej sieti, v ktorej kazda strana kazdého Stvorca
je bud priechodna alebo nepriechodnd (nie nutne vsetky strany rovnako), pri¢com okraje celej
siete su vSetky nepriechodné. Na tom istom policku mbze byt lubovolne vela robotov naraz.
MbZete lubovolne rozdavat prikazy: hore, dole, vlavo, vpravo. Vsetci roboti ich stcasne
poslichnu a snazia sa pohnut’ prikdzanym smerom. Ak je tym smerom nepriechodna strana,
robot zostane na mieste, inak sa pohne na susedné policko ur¢enym smerom. Takychto prika-
zov mOZete vykonat lubovolny pocet. Vieme, Ze pre kazdého robota a kazdé policko existuje
nejaka postupnost’ prikazov ako ho dostat’ na toto poli¢ko. Dokazte, Ze existuje takd postup-
nost prikazov, ze vSetci roboti skoncia naraz na jednom policku.

Opravoval: Matus Stehlik Pocet riesitelov: 14
Riesenie:

Dokazeme, ze lubovolné dvaroboty sa daju presuntdt' na rovnaké poli¢ko. Potom uz vieme podobne
presunut’ aj tretieho robota na to isté policko, potom Stvrtého a tak dalej az kym nebudu vsetci
na rovnakom policku.

Uvazujme teda len dvoch robotov A a B. Nech d( A, B) je najmensi pocet prikazov, ktoré musime
vydat, aby sarobot A presunul na poli¢ko, kde préave stoji B (este pred vydanim tychto rozkazov).
Ukdazeme si postup, ktory zarucene znizid( A, B). Kedze d( A, B) je nezaporné celé ¢islo, tak tento
postup ho po nejakom case vynuluje, ¢im bude dékaz hotovy.

Nechn = d(A, B) anech S = {s1, $2,...,8,} je najkratsia postupnost’ prikazov, ktora presunie
A namiesto, kde prave stoji B. Istotne pocas tejto postupnosti nenarazi do nepriechodnej hrany,
inak by sme vedeli najst’ kratSiu vynechanim tohto prikazu.

e Teraz predpokladajme, Ze B narazi do nepriechodnej hrany po nejakom prikaze s;. Od tohto
miesta vieme A dostat’ na policko, kde bolo B nazaciatku rozkazmi s;,1, S; 12, ..., s, a odtial na

strom@strom. sk
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policko, kde sa B nachdadza prikazmi sy, s2, ..., s;—1. To je spolu len n — 1 prikazov, takZze sme
znizili d(A, B) ako sme chceli.

e Inak mdme postupnost’ n prikazov pre A a B, pricom ani jeden z nich nenarazi do nepriechod-
nej hrany pocas vykonavania tychto rozkazov. PresnejSie, vektor' v spdjajlci A a B na tejto sieti
sa vObec nezmenil (pocas celého procesu). Presunuli sme A na miesto B = A + v, a preto sme
museli posunut’aj B na B + v. Opakovanim tohto procesu k-krat presunieme A na policko A+ kv
a Bna B+ kv. Lenze ak v # (0, 0), tak tento postup ¢asom bud' nastane prva moznost’ (B narazi
na nepriechodnu hranu), alebo B vypadne z nasej Stvorcovej siete, pretoze je len konecna, ¢o by
bol spor.

Komentdr: Prist' nato, Zze Ulohu stacirieSit’ pre dvoch robotov nebolo tazké. Problémom bolo skér
ukazat, ze toide vzdy. Na myslienku d6kazu sa dalo l'ahko prist, lenZe tato uloha dobre preverila aj
schopnost svoju Uvahu exaktne zapisat, aby sme prekluckovali okolo vSetkych problémov, ktoré
moZu nastat’. Napr. miesto toho, Ze sa stretntiradsSej dokdazeme, Ze sa pribliZia v nejakej Specidlne
zvolenej celodiselnej vzdialenosti, ktora je kone¢na a nezaporna - premyslite si, Ze pre hocijaku
vzdialenost’ to neplati.

Poradie po 1. sérii Letného semestra 37. rocnika

P. Meno a priezvisko Trieda Skola . 2. 3. 4. 5. 6./ H|CS
1. Marko Puza 4. A GPoStKE |9 9 9 9 9 9 |0 |54
1. Miroslav Stankovic 4. A GPOStKE |9 9 9 9 9 9 |0|54
3. Katarina Krajciova Septima | GAIejKE |9 9 9 9 9 8 |0|53
3. Roman Stano 3.A GPOStKE |9 9 9 9 9 8 |0]53
5. Lenka Kopfova 8. F ZHradCZ |9 9 9 7 9 - |0|52
5. Vladislav Vancak OktavaB | GAlIejJKE |8 9 9 9 8 9 | 0|52
7. Tomas Kekenriak 2.B GKuzmKE |9 9 9 7 7 7 |0]48
7. Jozef Lukac 4. C GJirdaBJ |5 9 9 8 8 9 |0 |48
9. Ludmila Simkové Oktdva | GPa&roNR |9 9 9 9 9 - [0 |45
10. Peter Kovacs Septima | GAIeJKE |9 9 9 2 9 5 0] 43
10. Jakub Mach 1. A GPOStKE |7 - 9 - 9 9 |0|43
12. Daniel Ondus Sexta A GAIejKE |9 9 9 3 - - |0]39
13. Zoltan Hanesz 1. A GPOStKE |9 9 9 - - - |0]36
13. Matej Cerovsky 2. A GZitaBA |8 6 5 6 6 0 |0]|36
15. Pavol Drotar 1. A GPoStKE |9 7 9 1 - - |0/ 35
15. Adam Urban 1. A GPOStKE |8 9 9 - - - ]0]35
17. Milan Kubala 2. F GTajoBB |9 9 9 - 6 - |0]33
18. Tomas Kuzma Sexta GLi69SC |3 9 7 2 9 - |0/ 32
18. Dominik Krasula Kvinta GKmCZ |9 o 9 2 - 3|0} 32
18. Simon Sotak SextaA | GAleKE |8 9 9 - - 6|0 32
21. Alexander Ténai 3.A GPOStKE |9 9 9 - - - 0|27
21. Jana Batoryova OktdvaA | GAlgjKE |9 9 9 - - - 10|27
21. | Zaneta Semaniginova | SextaA | GAlejKE |9 9 9 - - - |0 |27

"Vektor je orientovana usecka, viac o vektoroch sa mézZete doditat’ na internete napr. na http://www.matematika.cz/vektory

strom@strom. sk
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P. | Meno a priezvisko Trieda Skola 1. 2. 3. 4. 5. H|CS
24. Daniel Stasko 3. A GSev¢PO |6 - 9 2 - 0|26
24. Eduard Lavu$ 1. C GAleJKE |6 9 - 2 - 0|26
24. Matej Dujava 3.SB SPPIPO |8 9 o9 - - 0| 26
24. Samuel Krajci Tercia GAlejkKE |8 o9 - - - 0|26
28. | Kristina Mislanova | SextaA | GAleJKE |8 9 8 - - 0| 25
28. | Henrieta Michelova | SextaA | GAlej)KE |7 9 9 - - 0| 25
30. Michal Pandy 1. A GPOStKE |8 - 7 - - 0|23
31. Radka BuSovska SextaA | GAlg)KE |9 9 3 - - 0| 21
31. | Andrea Zencuchova 3.B GMudrPO |9 5 7 - - 0| 21
33. | Sona Feciskaninovd | SextaA | GAlejJKE |8 9 3 - - 0| 20
34. Juraj Micko 1. A GPoOStKE |3 - 8 - - 0|19
35. Slavomir Hanzely Sexta | GMudrPO |9 - - - - o| 18
35. Dominik Drozd 3.A GDaxnVT |9 - 9 - - o| 18
35. Maros Polovka Oktava | GKukuPP |9 - 9 - - o |18
35. J&n Kurimsky 2.B GSev¢PO |9 - 9 - - o|18
35. Daniel Kol 1. A GPOStKE | - - 9 - - o| 18
40. Dorota JaroSova Septima | GAlgjKE |8 - o9 - - 0| 17
41. Jakub Genci 1. A GPoStKE | - - 8 - - 0| 16
41. Andrea Fenkova 3.A GPOStKE |7 - 9 - - 0|16
43. Jana Sadovska KvartaA | GMetoBA |6 - 2 0 - 0| 14
44. Marek Biros 3.B GMudrPO |9 - - 1 - 0| 10
44. Simon Vanéo 2. B cStarsL |8 - - - 2 0| 10
46. Richard Pavcik 2. F GTajoBB |3 - 5 1 - 0| 9
47. Jakub Hlavacik Sexta GAlejkKE | - - 8 - - o| 8
48. | Slavomira Macakova 3.B GSrobKE |2 5 - - o0 ol 7
49. Eduard Cuba Septima | GAlejKE |5 - - - 1 o| 6
50. | Alexandra Repikova | SextaA | GAlejKE | - - 3 - - 0| 3
Pohar konstruktérov Letného semestra 37. rocnika
P. | Skratka Skola P.r. | Body
1. GAlejKE Gymnazium Alejova 1 041 49 KoSice 17 | 450
2. | GPOStKE Gymnazium PoStova 9 042 52 KoSice 13 | 429
3. | ZHradCZ | CZS sv. Ludmily Zdmecka 57 747 41 Hradec nad Moravici | 1 52
4. | GMudrPO | Gymndzium J. A. Raymana Mudroriova 20 080 01 PreSov | 3 49
5. | GKuzmKE Gymndazium s v. j. mad. Kuzmanyho 6 041 74 KoSice 1 48
5. GJirdBJ Gymnazium Jirdskova 12 085 70 Bardejov 1 48
7. | GParoNR Gymnazium Parovska 1 950 50 Nitra 1 45
8. | GSevePO | Gymnéazium sv. Moniky Tarasa Sevéenka 1080 01Preov | 2 | 44
9. | GTajoBB | Gymndzium J. G. Tajovského 25 974 01 Banska Bystrica 2 42
10. | GZitaBA | Sukromné gymnazium Zitavskd 1821 07 Bratislava 214 1 36
1. | GKrnCZ Gymnazium Smetanov okruh 4 744 01 Krnov 1 32
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P. | Skratka Skola P.r. | Body
1. | GLi69SC Gymnazium A. Bernoladka Lichnerova 69 903 01 Senec 1 32
13. | SPPIPO SPS elektrotechnickd Plzenska 1 080 01 PreSov 1 26
14. | GDaxnVT Gymnadzium Dr. Daxnera 88 093 13 Vranov nad Toplou 1 18
14. | GKukuPP Gymnazium Kukucinova 058 39 Poprad 1 18
16. | GMetoBA Gymnazium Metodova 2 821 08 Bratislava 2 1 14
17. | GStarSL | Cirkevné gym. sv. Mikuldsa Stirova 3 064 01 Stard Luboviia | 1 10
18. | GSrobKE Gymnazium Srobarova 1 042 23 Kosice 1 7
KoSicky Matboj

25. oktdbra 2013 sa uskutocnil uz 13. rocnik KoSického matboja. Sutazit’ chcelo aZz 46 timov, do
Centra volného ¢asu v Kosiciach sa ich dostavilo ratat’ 45. Ak si chcete zaratat’ aj vy, na nasej
stranke http://seminar.strom.sk l'ahko ndjdete zadania. No a ak vds zaujima, ako to celé dopadlo,
moZete si tam pozriet’ aj vysledky. TeSime sa na dalSie rocniky!

Za podporu a spolupracu d'akujeme

e Jednote slovenskych matematikov a fyzikov, pobocka Kosice
e Prirodovedeckej fakulte UPJS v Kosiciach

Nazov STROM -- koreSpondencny matematicky seminar

Cislo 2 e November 2013 o Letny semester 38. ro¢nika (2013/2014)
Internet: http://seminar.strom.sk
E-mail: strom@strom.sk
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