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slo 3 Zimny semester 40. ro¢nika (2015/2016)

STROM

Korespondenény matematicky seminar

Caute!

Kalendarny rok sa blizi k svojmu neodvratnému koncu a na splnenie novoro¢nych pred-
savzati ostdva Iudstvu uz len par dni. Potom pridu chvile neprijemnej sebareflexie,
pocas ktorych sa mnohi uchylia k vyhovorkam, preco sa to ¢i ono nepodarilo ani ten-
toraz. Vysledky vsak hovoria za vsetko. Aj tie nase, ¢i uz v podobe vzorovych rieseni,
alebo konecného poradia. Skuste sa tam pohladat, ak sa nezbadate, tak ste pravde-
podobne nas seminér neriesili a my netusime, preco ¢itate tieto riadky. Ak sa zbadéte na
poprednych prieckach, tak skiste nevybuchntt od radosti, ze mate zaroven aj moznost
zucastnit sa perfektného stustredenia, o ktorom blizsie informaécie ziskate z inych zdrojov
ako tohto tvodnika. Ten sa kondi a zeld Vam pokojné sviatky.

Vasi slusni STROMisti

Stustredenie

Vase snazenie pocas predchadzajucich 3 mesiacov a na Matboji sa konec¢ne zurocilo
a pre najlepsich z vas je tu zaslizend odmena v podobe stistredenia. Ststredenie sa bude
konat 7.2.2016 - 12.2.2016 v Skole v prirode Kysak. Uz sa na Vs teSia vasi obltibeni
vedici s kopou tizasného programu. Nezabudnite ¢o najskér vyplnit prihlasku, ktora
¢oskoro najdete na nasej webovej stranke a nedockavo hladiet do kalendéara. Blizsie
informécie najdete v pozvanke, ktora vybranym z Vas prisla s tymto ¢asopisom, alebo
aj bez neho.

1 Opravovali: Matus Hlavacik, Peter Kovacs I
®  Pocet riesitelov: 27 T

Rigko a Sigko hraji na Sachovnici 10 x 10 nasledujicu hru. Ten, kto je prave na tahu, si zvoli jeden z riadkov alebo Sﬂpcov7
ktoré neboli doteraz v hre zvolené a vietky policka v fiom si prefarbi na svoju farbu (Risko méa ruzovii a Sigko $edit). Risko
za¢inal a v tahoch sa striedaji. Hra kondi, ked uz bol kazdy riadok aj stipec zvoleny. Néjdite pre Siska taku stratégiu, pri
ktorej na konci hry bude aspon o 10 Sedych polic¢ok viac ako ruzovych.

Riesenie:
Na zaciatok je dobré si uvedomit, ze policko sa nedé prefarbit vo chvili, ak ho niekto prefarbil druhy krat. Raz ho moézem
prefarbit cez stlpec, raz cez riadok a potom bude toho farby, kto ho zafarbil naposledy.

Po chvilke skuisania sa mo6ze ako dobra stratégia javit zafarbovat Sachovnicu symetricky. Teda ak Risko zafarbi stipec, my
zafarbime riadok a naopak. Teraz ostdva ukdzat, Ze tato stratégia nam zaisti potrebny naskok.

Ak budeme tahat symetricky, tak na zac¢iatku kazdého Riskovho tahu bude rovnaky pocet zafarbenych stipcov a riadkov,
povedzme, ze to bude n. Risko teda vo svojom tahu prefarbi druhy krat n policok. Potom, ak sme na fahu my, tak v jednom
smere, v tom, v ktorom zafarbil, je o jedna viac, teda n+ 1. My kedZe si vyberieme symetricky tah, zafarbime n 41 policok.

Kedze tahov je 10 a my vieme v kazdom fahu zvacsit svoj bodovy zisk o 1 viac ako Risko, tak za 10 kol ziskame 10 bodovy
naskok.

Komentdr: Mnohi to samozrejme vyriesili spravne, ale nemélo z vds nam zabudlo vysvetlit, preco je stratégia, ktora ste
napisali, naozaj spliiajica zadanie. Zvy¢ajne ste len popisali, ako funguje, len pre konkrétny pripad alebo len pri prvom
tahu, a zovSeobecnenie ste nechali na citatela, ¢o nie je spravny sposob ako napisat rieSenie na plny pocet bodov. Snad,
ak bude podobna tiloha nabudice, tak to budete mat dobre vSetci.
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2 Opravovali: Ivka Gaskova, Dorot Jarosova I
® Pocet riesitelov: 13 e

Nech je dané celé ¢islo z. Dokazte, ze rovnice

:r2+y2 - 2
x2—|—y2 = 2z.

maju rovnaky pocet rieSeni na mnozine celych cisel.

Riesenie:

Aby sme dokézali, Ze tieto dve rovnice maji rovnaky pocet rieSeni, potrebujeme ukédzat, ze kazdému rieseniu [z, y] jednej
rovnice vieme priradit préve jedno riesenie [a, b] druhej rovnice a naopak.

Zalneme tym, ze ukdzeme, Ze pre kazdé [z,y], ktoré je rieSenim prvej rovnice, existuje prave jedno [a,b], ktoré by bolo
rieSenim druhej. Aby sme v prvej rovnici dostali pravi stranu zhodni s druhou rovnicou, teda 2z, vyndsobime ju dvojkou.

x2+y2 = z

202 4+ 2y = 2z

?++yi Y = 22

2?4+ 2xy + 7+t - 2oy +a® = 2z
(@+y)?+(@@-y? = 22

Teraz vieme, Ze ak ndjdeme akékolvek rieSenie [z,y] pre prvii rovnicu, existuje pre neho prave jedno rieSenie pre druhi
rovnicu vo formate [a,b] = [(z + y), (x — y)]. Teda druhd rovnica m4 aspon tolko rieseni ako prva. To vSak eSte neznamen4,
Ze ich maju rovnako, a preto je nutné este ukazat, ze to plati aj naopak. Teda Ze pre kazdé rieSenie druhej rovnice existuje
aspon jedno rieSenie prvej rovnice.

Prevedme teraz ekvivalentné tpravy na druhej z rovnic. Tak ako pri predoslych dpravich, bolo by vhodné, aby sa opét
pravé strany rovnic rovnali. Preto druhd rovnicu vydelime dvomi.

x2+y2 = 2z

m2+y2

— = z
2

Teraz upravime lavt stranu na sticet dvoch stvorcov.

22 2% 2xy  2uxy
— = = z
4 4 4 4
2% 4 2zy + 12 n x2 — 2zy + 12

4 4
r+y 2+ r—vy 2 -
2 2 N

Ak teda existuje pre druhti rovnicu rieSenie [z, y], existuje aj rieSenie pre prvi rovnicu, a to v tvare: [%, 2],V tomto

kroku uz sme s riesenim skoro hotovi, netreba vsak zabudntt ukazat celoc¢iselnost riesenia prvej rovnice.

Z prvej rovnice mozeme tvrdit, Ze vyraz 22 +y? je parny. Nakolko druh& mocnina paritu &sla nezmenf (lebo to je ako vyna-
sobit navzdjom bud dve neparne, alebo dve parne &sla), x ma rovnaki paritu ako 2 a pre y to plati rovnako. Aby bol ich
sucet, respektive rozdiel, parnym ¢islom, musi mat x rovnaky zvySok po deleni dvoma ako y. Z toho vyplyva, Ze aj (z + y)

. PR 2+ T—y ,: v ,
a (z —y) st parne. A teda budi ¢isla ©T¥ a Z¥ tiez celé.

Ukéazali sme teda, Ze pocet rieseni prvej rovnice je prinajmensom rovnaky, ako pocet rieSeni druhej z rovnic, a tiez naopak,
z ¢oho vyplyva, Ze sa pocet rieSeni musi rovnat. A to je to, ¢o sme chceli dokazat.

Komentdr: Takmer vsetkym riesitelom, ktori sa nenechali odradit zadanim, sa tsilie vyplatilo. Milo nas prekvapili peknymi
rieSeniami.

http://seminar.strom.sk
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3 Opravoval: Peter Milosovi¢ I
® Pocet riesitelov: 17 ne

Dokézte, ze pre lubovolné prirodzené n existuje ¢islo zostavené len z cifier 1 a 2, ktoré je delitelné 2.

Riesenie:

Prirodzené ¢isla, ktorjch poslednych n &slic tvorf éislo delitelné 27, nazvime éisla D. Cislo D sa d4 urcite napisat v tvare
x - 10™ + y, kde x je prirodzené ¢islo (vrétane 0) a y je poslednych n éislic ¢isla D. Kedze x - 10™ = x - 2™ - 5", vSetky disla
D su delitelné 2.

Pre potreby nasho prikladu ndm preto staci pre n hladat uz len n-ciferné cisla.

Pre n = 1 je takymto ¢islom napriklad 2. Pre n = 2 polahky najdeme 12. Po niekolkominttovom péatrani sa ndm moze
zacat zdat, ze stdle len pripisujeme pred doteraz najdené ¢isla cifru 1 alebo 2. Inymi slovami, ak sme nasli k-ciferné ¢islo D
pre n = k, &islo Dy pre n = k + 1 bude bud v tvare 10* 4+ Dy, alebo v tvare 2 - 10¥ + D;. Aby &slo Dy bolo naozaj ¢islom
D, musi byt delitelné 2¥*1. Je to tak? Zistime.

Vieme, ze D; = p- 2", kde p je prirodzenym ¢&islom. Plati, Ze:

10F+Dy = 2F.5F4p.2F  =2F. (5% 4 p),
2-10"+ Dy = 2.2F.5F 4 p.2F =2F.(2.5% 4 p).

Cislo p je bud parne, alebo neparne. Ak je nepérne, tak zatvorka (5% +p) sa dd napisat ako 2-1 (I € N) a 2~-(5F 4-p) = 2~k+1.].
Cislo Dy v tom pripade dostaneme pripisanim 1 pred éislo D;. Ak je parne, tak zatvorka (2 - 5% + p) sa d4 napisat ako 2 -1
(le€N)a2F.(2-5%4p)=2*1.1 Cislo Dy v tom pripade dostaneme pripisanim 2 pred é&islo Dy .

Ukézali sme, 7ze ak sa da najst ¢islo Dy pre n = k, ktoré je delitelné 2%, vieme néjst aj éislo Dy pre n = k + 1, ktoré je
delitelné 2+1. Pre n = 1 sme nasli éislo 2, preto pre kazdé dalsie n uz bude existovat ¢slo zlozené zo samych 1 a 2, ktoré
je delitelné 2.

Komentdr: Dokaz vo vzorovom rieseni sa nazyva dokazom pomocou matematickej indukcie a ak ste o nom doteraz nepoculi,
odporucame internet. Naschval sme sa vyhli spominaniu pojmov ”indukény predpoklad” a ”indukény krok”, aby nemiatli
Tudi, ktori sa s takymito vecami doteraz nestretli. Zakladna myslienka takéhoto dokazu sa ¢asto ukazuje na domine, kedze
malé podlhovasté kocky ("kvadre” pre tych s nejakou poruchou osobnosti) poznd takmer kazdy. Niekedy sa tieto kocky
stavaju do dlhého radu tak, aby kazdé pri svojom pade so sebou stiahla na zem aj svojho bezprostredného suseda. Potom
na to, aby spadli vsetky kocky, postaci zhodenie prvej z nich. Inak povedané, ak vieme, ze k. kocka zapri¢ini pad (k + 1).,
stac¢i ndm zapric¢init pad 1. kocky radu. V nasej konkrétnej tlohe predstavuju kocky ¢isla Spiﬁajflce podmienku zo zadania.

Ak v8ak uz spomeniete, Ze tlohu rieSite "matematickou indukciou”, a teda sa odvoldvate na myslienku o domine, musite
jasne povedat, ¢o je vasou prvou kockou a ¢o konkrétne je dokazom, ze kazda kocka so sebou vezme aj suseda. V niektorych
rieSeniach to nebolo tplne zrejmé, preto odporicame, aby ste si pri pouzivani menej zndmych slov pre istotu overili ich
vyznam. “Dokazeme sporom”, "Dokazeme indukciou” ¢i "Dokézeme pomocou Velkej Fermatovej vety” nie si ¢arovné
formulky, ktoré nas zbavuja potreby akokolvek vysvetlovat svoj postup.

4 Opravoval: Riso Trembecky I
® Pocet rieitelov: 19 o | I

Skonstruujte pravouhly trojuholnik ABC s danou preponou c taky, ze dizka taznice vychédzajicej z vrchola C' je geomet-
ricky priemer dlzok zvysnych dvoch odvesien.

Riesenie:

Trojuholnik ABC' je pravouhly, preto z Talesovej kruznice nad preponou AB vieme, ze dizka tazmice z vrchola C je rovné
polovici dlzky strany AB.

Po predeleni rovnice dvojkou dostdvame na pravej strane obsah pravouhlého trojuholnika ABC.

8

¢ ab
2

strom@strom.sk
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Tento obsah vieme vyjadrif aj inak.

a-b  c-u
22
c? _crue
8 2

KedZe c je dlzka strany, je nenulova a rovnicu nou moézeme predelit.

Ve

= UC

B~ oolo

Kedze dand je prepona c, pre konstrukciu trojuholnika potrebujeme ziskat bod C'. Prvé informécia, ktort o nom mame, je, ze
lezi na Télesovej kruznici nad priemerom AB. Z poslednej rovnice dostdvame druht informaciu, Ze bod C lezi vo vzdialenosti
4 od prepony c. Priese¢niky kruznice s rovnobezkami budi urc¢ovat vsetky mozné polohy bodu C, teda rieSenia tlohy.

Pred tym, ako sa pustime do konstrukcie (mézeme aj po tom), mali by sme sa zamysliet, kolko rieSeni to bude. Rovnobezka
s priemerom kruznice nepretina kruznicu, ak jej vzdialenost od priemeru je véicsia ako polomer, pretina kruznicu v jednom
bode, ak jej vzdialenost od priemeru je rovna polomeru, a pretina kruznicu v dvoch bodoch, ak jej vzdialenost od priemeru
je mensia ako polomer. KedZe polomer nasej kruznice je 5 a vzdialenost rovnobezky od priemeru je 7, jedna rovnobezka
mé s kruznicou dva prieseé¢niky. Rovnobezky st dve, tloha méa teda styri riesenia.

Konstrukcia je jasna, ibaze by nebola. Co nebude, dovysvetlime v dalsom odstavci.

1. Dané je dizka ¢ — skonstruujeme tsecku AB.

2. Skonstruujeme kruznicu k — stred v strede prepony AB, polomer velkosti 5.
c
1

w

. Zostrojime rovnobezky p, ¢ s iseckou AB vo vzdialenosti

4. Priesecniky priamok p, ¢ s kruznicou k st body C.

Prva nejasna vec: konstrukcia § a §. Dand prepona moze byt Iubovolnej velkosti, ktord sa neda lahko namerat a uz vobec
nie delit. Nastastie pozname trik s kruzidlom a zostrojenim osi tisecky pomocou kruznic s rovnakym polomerom a stredmi
v hraniciach tsecky. 7?7 Trik pouZijeme hned dvakrat.

Nejasnd vec ¢islo dva? Nuz, rovnobezky. Rovnobezka prechiadzajica bodom je Tahko zostrojitelnd trikom s dvoma
pravitkami, nase rovnobezky ale maji byt v konkrétnej vzdialenosti od usecky. Preto je doélezité poukazat na konstruk-
ciu v poradi: kolmica k; na dsecku, nanesenie vzdialenosti (uz korektne pripravenej) kruzidlom — kruznica, kolmica ks na
kolmicu ky v priesecniku s kruznicou.

Komentar: Skonstruujte. Ked si ¢lovek vygoogli, ¢o to sa vlastne konstrukciou geometrickych utvarov mysli, na anglickej
wikipédii sa nieco aj dozvie. Informéciu, ktori hladal: je to konstrukcia iba pomocou idealizovaného pravitka a kruzidla.
Pravitko m4 nekone¢nt dizku, jednu hranu a ziadnu mierku, kruzidlo sa sklapa, ked ho zdvihnete z papiera, a po anglicky
sa vola compass. Ze ¢o sa? No, skldpa, neviete nim vraj naraz ani preniest vzdialenost. Dohodnime sa prosim, Ze prenisanie
vzdialenosti je v pohode :D. Delenie a iné manipulovania so vzdialenostami spojené s konstrukciou rovnobeziek asi ale nie
st tplne Kosher. (Ticho si nechdvam prejst kolmice...)

2+/3

Ozaj, vela z vés tdlohu riesilo vyjadrenim dizok odvesien, vychadzaji tam &sla ako =55 - c. Ako ste viaceri odhalili,

aj tato dizka sa d4 skonstruovat. Trik v konstrukeii odmocniny je v pouziti Euklidovej vety o vyske, kde st tiseky dlhé
odmocriované ¢islo a 1, vyska potom tvori odmocninu.

Strhnuté body berte ako prilezitost si zapamétat, ¢o vSetko nie je pri konstrukcii samozrejmé.

5 Opravovali: Mato Vodicka, Roman Stario I
®  Pocet riesitelov: 5

Nech a, b, c st kladné redlne &isla také, ze a? + b? + ¢ + (a + b + ¢)? < 4. Dokéite, Ze

ab+1 be+1 ca+1
(a+b)?  (b+¢)?2  (c+a)® ~

Riesenie:

Tato nerovnost sa asi lisi od tych, s ktorymi sa bezne stretnete na strednej skole. Jej tlohou nie je najst konkrétne cisla,

http://seminar.strom.sk
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pre ktoré plati; naopak, ukézat, ze plati pre vietky pripustné. Co je na nerovnostiach tohto typu ,,z1é%, je to, Ze neexistuje
univerzalny sposob, ktorym sa daju riesit. Podobné priklady casto vyzaduji cvik a rozne triky. V tomto rieseni si ukazeme
hned niekolko zbrani, ktoré sa vim v boji s nerovnostami este v budicnosti urcite zidu.

Odrazme sa od jednej z mala veci, ktoré mdme — podmienky v zadani (odteraz ju budeme oznacovat % ). Vsimnime si,
7e v dokazovanej nerovnosti sa nam vyskytujt Stvorce stictov (a + b)%, (b + ¢)?, (¢ + a)?, no nie (a + b + ¢)?, ako méme
v % . Sktsme preto % nejako upravit. Mozno dostaneme nieco podobné ako v nerovnosti a bude sa nam so vztahmi lahsie
pracovat:

4>a®>+0+ 4 (a+b+e)? =a?+b%+c? +2ab+2bc +2ac+a® + b2 + 2 = (a+b)2 + (b+¢)? + (c+a)?.

Za kazdou nerovnostou hladaj autorsky zamer 2. Ked vsade vidime Stvorce suctov, asi to nie je uplne nahoda. Pracujme
dalej tak, aby sme si ich zachovali. Zavedme substitaciu: a +b =%k, b+c =1, ¢+ a = m. Podmienku % tak vieme napisat
ako: k2 4+ 12 +m? < 4.

Pustme sa kone¢ne do dokazovania nerovnosti a dosadme zo substiticie (zatial len do prvého ¢lena):

ab41  EEmelbEem g g2 2 2 4 9lm 44
(a+b)?2 k2 4k2 '

Beznym trikom pri nerovnostiach je ohrani¢enie®. Asi ste si uz domysleli, ze kIu¢ k Gspechu je v spravnom pouziti %. Cislo
4 v ¢itateli ndm moze byt dobrou napovedou (vidite v iom jednu stranu %?). Ohrani¢me teda clen ako:

k2—m2—12+21m—|—(4)>kz—mQ—l2—|—2lm+(l€2+l2+m2)_k‘2+lm 1 Im

4k2 = 4k2 ok 3 " op2

be+1 a ca+1
B+o? 2 (cta)?

Pouzitim substiticie a ohranicenia aj pre ostatné cleny ( ) vieme prepisat dokazovani nerovnost na:

ab+1+bc+1+ca+1 >1+lﬂ+l+m7k+l+ kl

(a+0)2 (b+c)? (c+a)? =2 2k2 2 212 2 2m?
Ak teda vieme dokéazat, ze:

2 2k 2 2]2 2 2m2 — 2k2 212 2m2 — 2’

méame vyhraté. Zo zndmej AG nerovnosti (ktoru uréite poznate z 1. ¢isla ¢asopisu, ¢asti Mohlo by sa hodit ..) mame:

I omk | KL flmmk R 3§ﬁ3
2k2 212 2m2 ~ 2k2 212 2m?2 8 2

¢o je presne to, ¢o sme chceli. Z vlastnosti AG a z pouzitia % zo zadania tiez vieme, ze rovnost nastava prave vtedy, ked:

Im mk ki

2 = 9 = a2 a zdroven k2412 +m? = 4.

Z prvej z rovnosti madme: k =1l=m,atedaa+b=b+c=c+a < a=0b=c, dosadenim do druhej z rovnost{ (resp. do

*):
4 =302+ (30)? = 124> = a = ?

“fa

Dokazali sme tak platnost nerovnosti pre vsetky kladné a, b, ¢ a ukéazali, ze rovnost nastava len pre pripad a =b=c=

Komentdr: (Spravnych) rieSen{ prislo mélo, no tomu sa ani nedivime. Nerovnosti sa mézu zdat tazké, pokial s nimi neméme
dost sktuisenosti, ale na druhi stranu, je to téma, ktord je zndma a casta. Riesitelom preto odporicame zalovif v archivoch.

6 Opravoval: Matus Stehlik I
®  Pocet riesitelov: 8 al o |

Nech A je mnozina kladnych prirodzenych ¢isel s asponi dvoma prvkami. Pre kazdé dve ¢isla a, bz mnoziny A také, ze a > b,
plati, ze aj
nsn(a,b)
a—"b

kde nsn(a,b) je najmensi spoloény nasobok ¢isel a a b. Dokézte, ze mnozina A mé prave dva prvky.

€A,

I Myslienka spociva v: Skiisme najst také ¢, ze a > ¢ a ¢ > b. Potom vlastne a > b.

strom@strom.sk
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Riesenie:
Najprv sa trosku pohrame s podmienkou zo zadania. Pre Tubovolné a,b € A, kde a > b. Nech D je ich najvacsi spolo¢ny
delitel. Potom existuju a; > by, prirodzené nesudelitelné, ze

a=Day, b= Db.

Teraz vieme vztah, ktory plati pre a,b zo zadania zjednodusit na

nsn(a,b)  Daiby  aib cA
a—2b _D(al—bl)_al—bl '

Uvedeny vyraz musi byt prirodzené ¢islo, lenze vSimnime si, Ze Zziaden delitel a; — b1 nemoéze delit a; ani by, teda ani aqbq
(kvdli nesudelitelnosti a1,by). Preto

a;—b; =1 = a:D(b1+1),
= airb; = bl(bl + 1) € A.

Okej, toto si zapamétdme. Neskdr to budeme potrebovat (odvoldme sa na to ako to, ¢o bolo na zaciatku).

Este si uvedomme, Ze A je konecnd, teda ma najmensi aj najvacsi prvok. Najmensi ma urcite, lebo je neprazdna a zdola
ohranicena 1. Nech b je najmensi prvok A. Pre kazdy iny prvok a > b uz zo zadiatku vieme, ze a = D(by +1) = b+ D < 2b.
Takze ziaden prvok nemoze byt vacsi ako 2b, teda A je koneénd mnozina. Preto existuje jej najvacsi prvok a.

A teraz podme dokazovat, ¢o treba. Nech a > b st najvacsi a najmensi prvok A.
Pre a,b ozna¢me aq, by, D tak, ako vyssie. Potom aj a1b; € A a z volby a, b musi byt
Odtial vyplyva, ze
bi+1>D >b.
Mame 2 moznosti: bud by = D (moznost 1), alebo by +1 = D (moznost 2).
1. Dosadenim do predo§lého mame a = D? b = D(D — 1). Pre spor predpokladajme, Ze A m4 viac ako 2 prvky. Potom
existuje iny prvok ¢ € A taky, Ze a > ¢ > b. Vezmime teraz dvojicu ¢, b. Nech nsd(c,b) = Dy a ¢ = Dyca, b = Dabs.
Analogicky ako na zadiatku potom vieme, Ze co = ba + 1 a prvok co(cg — 1) je tiez v A. KedZe a a b s najvacsi

a najmensi prvok A, tak
a=D?>cy(co—1)>D(D—1).

Preto co = D, totiz ak by bolo aspon D + 1, tak nesplni horné ohranicenie a ak by bolo mensie rovné D — 1 nesplni
dolné. Potom vsak
b= D2b2 = DQ(CQ — 1) = DQ(D — ].),

ale na druhej strane b = D(D — 1) teda Dy = D a tak
c:D202:D2:a,
¢o je spor, lebo a > c.
2. Dosadenim do predoslého méame a = D(D + 1), b = D?. Tito moZnost vybavime analogicky ako predosli. Vezmime
dvojicu a,c. Nech nsd(a,c) = D3 a a = Dsas, ¢ = Dscs. Analogicky ako na zaciatku potom vieme, Ze ag = ¢ + 1
a prvok cs(cg + 1) je tiez v A. KedZe a a b s najvacsi a najmensi prvok A, tak

a=D(D+1)>cs(cs +1) > D*.

Preto co = D, totiz ak by bolo aspon D + 1, tak nesplni horné ohranicenie, a ak by bolo mensie rovné D — 1, nesplni
dolné. Potom vsak
a = D3a3 = D3(03 + 1) = Dg(D + 1),

ale na druhej strane a« = D(D + 1), teda D3 = D, a tak
¢ = Dscg = D?> = b,

¢o je spor, lebo ¢ > b.

Tym je dokaz hotovy.

http://seminar.strom.sk
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Komentdr: Hlavnym kamenom trazu bolo popletenie, ¢o méame vlastne dokazovat. Zadanie zviedlo z cesty svojim zakernym
definovanim mnoziny A viacerych stato¢nych riesitelov. Vacsina rieSeni zistila, Ze ak patria do A nejaké dva prvky a, b, tak
prvok a, by, ktory potom musi tiez patrit do A, nema inti moznost, ako byt jednym z a,b. Co je sice fajn objav, no nijak to
nedokazuje, ze A nemdze mat viac prvkov. Jedine, ze ak su tie a, b nejaké vhodné, tak A uz k nim viac prvkov nepotrebuje.
No mohla by ich mat.

Konecné poradie Zimného semestra 40. roc¢nika

P. Meno a priezvisko | Kategéria Skola PS|1. 2 3. 4. 5 6.]CS

1. Tomas Kekenak S4 GMaraKE | 54 | 9 9 9 8 9 9 | 107

2. - 3. Laura Vistanova S3 GMaraKE | 54 [ 9 9 9 7 9 9 | 106

Samuel Krajéi S1 GAlgjKE | 54|19 9 9 7 9 - ]106

4. Martin Stevko S1 GAlgjKE | 53 |7 7 9 8 - -] 93

5. Viktoria Brezinova S1 GAlgjKE |48 19 9 9 6 -1 90

6. - 7. Juraj Micko S3 GPostKE | 54 |9 9 9 7 - - | 88
Henrieta Michelova S4 GAlgjKE | 519 9 9 7 - 3| 88

8. -09. Martin Masrna S2 GPostKE [ 37 |2 9 9 7 - 3| 69
Kristina Mislanova S4 GAlgjKE |42 ]9 - 9 9 - -] 69

10. Zaneta SemaniSinova S4 GAlgjKE | 42 |- 9 9 8 - - | 68
11. - 12. | Veronika Demcakova S3 GPostKE | 27 | 6 9 9 7 - 3| 61
Michal Pandy S3 GPostKE [ 35 |3 5 9 9 - - | 61

13. Daniel Ondus S4 GAlgjKE | 27|19 - 9 7 - 6| 58
14. Martin Mih&lik S1 GAlegjKE {38 |9 - - - - 56
15. Pavol Drotar S3 GPostKE | 41 | 6 O 7 - - | 54
16. Martin Micko S1 GAlejKE | 41 |6 - - - - | 53
17. Filip Csonka S1 GAlggKE | 3 |6 - - - - - | 47
18. Zoltan Hanesz S3 GPostKE | 27 |9 - 9 - - - | 45
19. Martin Melicher S1 GPostKE | 44 | - - - - - - | 4
20. Martin Salagovic¢ S1 GAlgjKE |21 |9 - - - - -139
21. Samuel Chaba S1 GAlejKE |24 |6 - - - - -1 36
22. - 23. Jakub Mach S3 GPostKE | 34 | - - - - - - | 34
Erik Berta S1 GAlejKE |22 |6 - - - - - | 34

24. Vratislav Madac S1 GAlgjKE |28 |2 - - - - - | 32
25. - 26. Kristina Bratkova S3 EGJAK 27 | - - - - - - |27
Jan Kurimsky S4 GsMonPO | 27 | - - - - - - | 27

27. Daniel Kopf S4 SGO 25 | - - - - - - 125
28. Michaela Dlugosova S2 GKukuPO | 24 | - - - - - - | 24
29. - 31. Jonas Suvdk S1 GJarPO 716 - 1 0 0 0] 20
Natalia Téthova S2 GAlgjKE |20 | - - - - - -120

Jarmila Simkové S2 GParoNR | 17 |3 - - - - -] 20

32. Juraj Jursa S2 GAlejKE | 14|14 - - - - -] 18
33. Samuel Gazda S4 GYMES 8 |7 - 1 1 - - 17
34. - 35. Jan Gercak S2 GJarSNV | 142 0 - 0 - - 16
Martin Budjac¢ S1 GPostKE | 8 |4 - - - - - |16

36. Slavka Germanova S2 GLeoBJ 3{- - - - - - 13
37. - 38. Jakub Genci S3 GPostKE | 12 | - - - - - - 12
Simon Vanco S4 CGsvMik | 12 | - - - - - - 12

39. - 40. Dévid Cano S2 GLeoBJ | 3 |- - - 8 - - |1
Jakub Zoldék S3 GPostKE | 11 | - - - - - - |11

41. Michaela Borosova S1 GPostKE 2 - - - 4 - - 10
42. Dominik Kopcak S1 GPostKE 6 - - - - -2 8
43. Diana Hlavacova S4 GAlejKE 0 - - 4 - 0 - 4

strom@strom.sk
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Vianoény Maxiklub

Na Stedry deii sa v domécnostiach usidza rodina k spoloénému stolu aby nemusela
rozbalovat darceky s prazdnym zalidkom. Aj ¢lenovia Zdruzenia STROM sa ci-
tia ako rodina a k spoloénému stolu si zasadni uz o nieco skor, aby sa pokrvni
pribuzni nehnevali. Pozvani st vSetci. Byvali organizatori, ktori maji moznost pozriet
sa, ako vsetko fi¢i aj bez nich, stcasni riesitelia, ktorych zaujima, ako sa opravo-
vatelia a veduci spravaju vo volnej prirode a srdefne pozyvame aj teba. Ak sa teda
chces stretnut a predcasne si vychutnat atmosféru, aka dokaze vyprodukovat len kruh
blizkych vo vianoc¢nej nalade, pokojne sa zastav 22. decembra na Jesennej 5 v budove
Prirodovedeckej fakulty UPJS. Za¢iname o 14:00 a na vratnici ti uréite radi poradia,
v ktorej z mnohych miestnosti nis ndjdes. Tesime sa!

VV Novom
Roky ZACNEM
CHUDNUT !

MYsLit, ZE
Vv TAKoM
MARCI VZ
ZACNENE

VIETLI,,

Za podporu a spolupracu dakujeme
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